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R&wm&Les milieux poreux envisagb possbdent une permkabilid variant en fonction de la coordonnke 
d’espace horizontale. Une mkthode gknkale est propode pour dkterminer le crittire d’apparition de la 
convection B park de l’ttat de repos. Quelques applications traitent du cas de fonctions pkiodiques 
d’espace et montrent l’kquivalence de ce milieu avec un milieu anisotrope pour de grands nombres d’onde 
de la fluctuation. Dans une seconde partie, une intkgration des kquations de transfert est propode, pour 
des fluctuations de permkabilit8 suivant une ou deux directions d’espace. Enfin quelques rkltats montrent 

l’influence de ces fluctuations sur les koulements et sur le transfert de chaleur. 

1. INTRODUCTION 

LES PI&NOM&ES de convection naturelle dans une 
couche poreuse horizontale, chauffke par le dessous, 
constituent un problkme bien connu, auquel de nom- 
breux auteurs ont apportk leur contribution depuis 
Horton et Rogers [l] ; la convection apparait poui un 
nombre de Rayleigh critique Ra,* tgal g 4a2 dans 
une couche homogene, isotrope, de grande extension 
la&ale, confirke entre deux plans isothermes et 
impermtables. Cependant; les milieux naturels prk- 
sentent rarement des propriCtCs constantes dans l’en- 
semble d’un massif gkologique, et par exemple, des 
variations de perr&abilitC de plusieurs ordres de gian- 
deur peuvent Ctre observkes dans de tels milieux. Sans 
aucun doute, cette variation de permkabiliti est la plus 
spectaculaire par son amplitude. C’est pourquoi il 
nous parait important d’estimer l’effet de ces vari- 
ations tant sur le crittre d’apparition de la convection 
que sur la forme des structures convectives qui peu- 
vent se mettre en place en fonction des distributions 
de permkabilitk. 

Green et Freehill [2] envisagent des variations link- 
aires de la conductivitk Cquivalente et de l’inverse de 
la permkabilitt en fonction de la profondeur ; ils en 
dkduisent une diminution du nombre de Rayleigh 
critique lorsque la pente de ces variations augmente 
en fonction de la profondeur. 

Dans une Etude numkique de phtnomknes non 
liniaires, Ribando et Torrance [3] considkent des 
variations exponentielles du rapport viscositi 
dynamiquelpermkabilitt, associkes k diffkrents types 
de conditions aux limites. Une simulation numkique 
par tlkments finis montre l’influence du rapport p/K 
en fonction de la coordorke verticale, sur les champs 
de tempkrature et de fonction de courant. 

Horne et O’Sullivan [4] examinent les variations de 
propriktks physiques du fluide saturant, en particulier 
les d6pendances de la viscositt et du coefficient 

d’expansion thermique en fonction de la temptra- 
ture. Leur Ctude est principalement tour&e vers 
la comprkhension des mkanismes de mouvements 
fluctuants. 

Gjerde et Tyvand [5] Ctudient la stabilitt: d’une 
couche dont la permkabilitk est une fonction continue 
et ptriodique de la profondeur. 11s montrent en par- 
ticulier que lorsque le nombre de ptriodes s’accroit au 
sein du milieu, celui-ci devient assimilable g un milieu 
homogine et anisotrope. 

De nombreux autres travaux se rapportent au prob- 
lime de couches poreuses stratifiies, confintes entre 
deux limites isothermes; sur ce sujet, on pourra con- 
sulter les publications de : Gheorghitza [6], Kvernvold 
et Tyvand [A, McKibbin et O’Sullivan [8,9], Richard 
et Gounot [lo], McKibbm et Tyvand [ 111. Ces auteurs 
traitent le problkme tant sous les aspects d’analyse de 
stabilitk que de ceux de la modklisation numkrique 
d’effets non linkaires. 

Dans la prksente publication, nous nous attachons 
B dkterminer les conditions de stabilitk critique d’une 
couche horizontale chauffke par le bas, en tenant 
compte des variations transversales de la permkabilitk, 
et g Studier le couplage de diffkrents modes convectifs 
en fonction de l’amplitude et de la pkriode spatiale des 
variations de perrnkabilitk. 

2. FORMULATION DU PROBLEME 

Nous ttudions une couche poreuse horizontale 
d’kpaisseur H, d’extension la&ale L, dkfinissant ainsi 
le rapport de forme A = L/H. La couche poreuse 
inhomogene est caracttriste sa permkabilitk K(x), 
fonction des variables d’espace. Le fluide saturant 
est dbtii par son coefficient d’expansion thermique 
volumique fi, sa viscositt cintmatique v, sa chaleur 
volumique (PC)~ et sa masse volumique p fonction 
de la tempkature. Le milieu poreux ainsi caracttrisk 
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NOMENCLATURE 

a,, b, coefficients des d~velop~ments des 
perturbations 

‘4 rapport de forme de la couche, L/H 
c chaleur volumique 
(‘1, e2r e, vecteurs de base 

f(x) 

.4 
K 
Nu 

P 
Ra* 

s 

f 

T 

u, W 
Y 
V 

fonction d’espace djxrivant la 
distribution de perm&abilite 
acceleration de la pesanteur 
permeabilite 
nombre de Nusselt 
pression motrice 
nombre de Rayleigh de filtration, 

sB (~c)~ATK~~lv~.* 
nombre d’onde decrivant la fluctuation 
de permCabilitC 
temps 
temperature adimensionnelle 
composantes de la vitesse de filtration 
perturbation de vitesse 
vitesse de filtration. 

Lettres grecques 
c? 

P 

amblitude dune Auctuation de 
permtabilite 
coefficient d’expansion thermique 
volumique 
symbole de Kronecker 6, = 0 si i #j 
~rturbation de temperature 
conductivite thermique 
viscosite dynamique 
viscosite cinematique 
masse volumique 
fonction de courant 
perturbation de pression. 

Indices 
0 
h 

V 

relatif a l’etat non perturbe 
composante suivant une direction 
horizontale 
composante suivant une direction 
verticale. 

posdde une conductivite thermique A* et une chaleur 
volumique (PC)*. 

11 est tres probable que les variations spatiales de 
la porosite E et de la permeabilite K sont lites a 
des variations des autres caracteristiques thermo- 
physiques, notamment la conductivitt: thermique /2* 
et la chaleur volumique (PC)*. Toutefois, I’influence 
des variations de porositt sur la conductivity et la 
chaleur voIumique ne sera pas prise en compte ici afin 
de degager l’importance des variations de permtabiliti: 
sur l’apparition et le dtveloppement des divers modes 
convectifs dans la couche horizontale. Cette hypo- 
these est physiquement justifiee dans le cas oti la 
matrice solide n’occupe qu’une faible part du volume 
total 

En utilisant les equations classiques de la con- 
vection en milieu poreux [12] et les grandeurs de 
reference suivantes : H pour les longueurs, (pc)*H2/n 
pour le temps, ,l*/H(pc), pour les vitesses, AT pour 
Ies tempkratures et ~*~/Z&(pc)r pour la pression, les 
equations adimensionnelles s’ecrivent, dans le cadre 
de I’approximation de Boussinesq, sous la forme : 

v-v=0 (1) 

-Vp+Ra*e,T-K-‘V = 0 (2) 

;+V.VT-V’T= 0 (3) 

od Ra* = &pc)rATK,,/vd* est le nombre de Rayleigh 
de filtration et oh V = U/A e, + We, est la vitesse de 
filtration, e,, e3 sont les vecteurs unitaires port& par 
les axes dans un rep&e orthonormt: cartesien, p la 
pression motrice. La fonction K/K,, est la forme 

adimensionnelle de la permeabilite fonction de point 

4x1. 
En raison des constantes de temps des phenomenes 

Ctudies, l’evolution du champ thermique est beaucoup 
plus lent que celle du champ de vitesse, nous avons 
negligt: le terme d’evolution dans l’equation du 
mouvement (2). 

Nous envisagerons par la suite des variations trans- 
versales de la pe~~abiIit~ du type : 

K(x) = 1 +.I+) (4) 

od f(x) prendra une forme periodique. Ce type de 
dependance peut etre observe dans certaines struc- 
tures geologiques od les variations de permeabilite 
avec la profondeur sont negligeables. 

La variation periodique de permeabilite autour 
dune valeur moyenne K. tree, pour des conditions 
globales critiques, des zones subcritiques et d’autres 
supercritiques oti les phenomenes convectifs peuvent 
s’etablir. 

La couche poreuse est limit&e par deux plans hori- 
zontaux impermeables et isothermes, les parois Iat& 
rales de la couche sont suppostes impermeables et 
adiabatiques. 

3. STABILITE LINEAIRE 

3.1. Equations aux perturbations 
Dans le cas d’une couche horizontale inhomogene 

con-me dans le cas d’une couche homogene, l’appa- 
rition de la convection naturelle est like a une valeur 
critique du nombre de Rayleigh de filtration Ra,*. 
Nous nous attachons ici a dkterminer ces valeurs 
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critiques dans le cas general oi la permeabilite peut 
se mettre sous la forme : 

K(x) = G/(1 +.0x)). 

Nous limitons ici cette etude au cas d’une couche 
infinie suivant la direction y, et nous supposons que 
les mouvements qui se developpent sont des rouleaux 
d’axes paralleles a y ; la composante suivant y de la 
vitesse est alors nulle. 

Nous utilisons a cette fin une methode de per- 
turbation et les approximations de la theorie lineaire. 
La couche itant initialement au repos, les champs de 
temperature et de vitesse sont notes T, (T, = 1 -z) et 
V, ( V0 = 0). A cet Ctat, on superpose des perturba- 
tions (0 et v = u/A e, + w e,) puis on ttudie I’tvolution 
de ces perturbations au tours du temps : croissance et 
mise en mouvement de toute la couche, ou decrois- 
sance et retour a l’etat conductif. Dans le cadre de 
la thtorie lintaire, les termes du second ordre sont 
negliges. 

Le systeme d’iquations aux perturbations (0, v), 
linearise au voisinage de I’etat purement conductif 
(T,, V,) s’tcrit : 

1 au aw 
~~+~=O (5) 

-Vc5+Ra*Be,-[l+f(x)]v = 0 (6) 

;= [$$+$I+ (7) 

od ~5 represente la perturbation en pression. 
Pour ttudier la stabilitt de la solution identique- 

ment nulle (T,, V,), on va etudier le spectre de 
l’operateur associi a l’iquation (7) stationnaride. 
Ses valeurs propres nulles correspondent a la limite 
de stabilite des solutions. 

Nous appliquons deux fois I’operateur rotationnel 
a l’equation du mouvement. Outre l’tlimination du 
terme de pression, cette operation fait apparaitre un 
laplacien, couple au terme decrivant la variation de 
pression dans I’espace ; le traitement dune equation 
de cette forme est particulierement adapt6 aux traite- 
ments numtriques que nous utilisons. La projection 
sur e3 de l’tquation obtenue s’ecrit : 

+ f’(x) fib AZ 2% - ; + $ r@‘(x) = 0. 
[ 1 (8) 

Nous choisissons pour u, w, 0 des diveloppements 
en fonctions d’essais qui satisfont aux conditions aux 
limites, et a I’tquation de continuite pour les com- 
posantes de la vitesse : 

u(x, z) =A2 i 5 b,nnn sin lnx cos nnz (9) 
I= I n=O 

L N 

w(x, Z) = - 1 c b&t cos Inx sin mz (10) 
,=ln=O 

L N 

(3(x, z) = 1 1 u,~ cos I7rx sin nnz. (11) 
,=l”=ll 

L’iquation (10) est alors multipliee par in cos (inx) 
x sin (kaz) puis integree sur tout le domaine : 

TT{Ra*[$q-r$ +n2n2)hb,“] iS,,& 

- (!$ +n2n2)hb,m+l f(x) cos (inx) cos (lrx) dx 

-2$b,,+,,, 
I 

O’ f’(x) sin (Irrx) cos (inx) dx 

-n2n2b,“i&,, f’(x) sin (lxx) cos (iax) dx 

+ $b&L ’ f”(x) cos (inx) cos (hx) dx = 0. 

(12) 

Les termes issus de l’integration suivant z peuvent 
s’exprimer explicitement en fonction des coefficients 
des fonctions d’essais choisies, ceux issus de l’inti- 
gration sur x ne peuvent s’exprimer qu’en fonction 
des inttgrales de f(x), f’(x), f”(x) 

~[Ra*[$]o,b,-[$ +n2n2]inb,,Jt, 

- r$ +n2n2] 2hcb,,Sl f(x) cos (inx) cos (lxx) dx 

-[ 4$ +2kn’]b,“d f’(x) sin (Ircx) cos (inx) dx 

+ $ b,, o’ f”(x) cos (inx) cos (hx) dx] = 0. 
s 

(13) 

De m&me, l’integration de l’equation de l’energie 
stationnaire (7) sur l’ensemble du domaine fournit 
une relation entre n,” et bl, : 

2 2 

$ +n27r2 

bl, = ln ah. (14) 

Le systeme (4)-(6) peut done s’ecrire en fonction 
des seuls coefficients a,,, . 

Par ailleurs, afin de pouvoir Cvaluer simplement les 
integrales contenant f(x), J’(x) et f”(x), nous avons 
utilisk un developpement de f(x) en serie de cosinus, 
soit : 
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f(x) = i c,cos jnx. (15) 
,=O 

Darts ces conditions, le systeme lineaire s’icrit : 

F [Ra*[fg]- [$ +d~ql6,, 

- ;[qc +nirr?]2[q_,+C,+i+C,_,l 

+ ;[4+ $ +2n2nq[$+n2n2] 
x [(I- i)c,_, + (1+ i)Cl,, - (i-l)c,_,] 

-z [~+n2n’][(i-i)2c,_i+(~+i)2c,+, 

+(i-1)2Ci_,] 
1 

a,, = 0. (16) 

Ce systkme lineaire peut &tre schtmatise sous la 
forme : 

Ra*[DI[A]+[BI[A] = 0 (17) 

06 [D] represente une matrice diagonale, et [A] un 
vecteur dont les composantes sont les coefficients spec- 
traux de la fonction reprbentant la perturbation en 
temperature. 

La recherche du nombre de Rayleigh critique est 
done ramenee a un calcul de valeurs propres. 

Le vecteur propre associt a la plus petite valeur 
propre Ru,* represente, a un facteur de normalisation 
prts, le poids des differents modes presents a l’appa- 
rition de la convection. 

3.2. Rhltats 
Nous avons trait6 numeriquement le cas : 

K(x) = K, (1-t CI cos S7rX) (18) 

c’est d dire : 

f(x) = _ LYCoSSAX 
1 +acosS7rx’ (19) 

La Fig. 1 represtsente les variations du nombre de 
Rayleigh critique en fonction de s pour differentes 
valeurs de a, amplitude de la variation de permeabilite. 
L’ensemble de ces courbes possede des caracteris- 
tiques communes : 

(1) Existence de maxima et de minima. Les abscisses 
de ces extrema varient peu avec CY. On peut verifier 
qu’elles coincident avec celles des extrema dela valeur 
moyenne de la permeabilite. Lorsque cette moyenne 
est maximale, la valeur critique du nombre de 
Rayleigh est minimale, et inversement. 

(2) Les valeurs critiques obtenues ne sont infe- 
rieures d 4rr2 que pour s -C 1, c’est a dire pour des 
couches oti la permtabilitC est en tout point supkrieure 
d K,. 

0 2 4 e 

(a) 

. 
0 

A (I -0.8 

D -0.0 
(t -0.4 
B -05 

8 

0 2 4 e a 

(b) 

FE. 1. Nombre de Rayleigh critique en fonction de S, pour 
diffkrentes amplitudes de la perturbation (a = 0,2, 0,4, 0,6, 
0,8), et differents rapports de forme: (a) L/H = 1; (b) 

L/H = 2. 

Enfin, le Tableau 1 indique les premieres com- 
posantes des vecteurs propres associis a Ra,*. On peut 
notamment y remarquer que les modes d’ordre supt- 
rieur, en particulier le mode correspondant 8 deux 
rouleaux juxtaposes suivant x, dont la pond&ration 
est representee par le coefficient a, 2, tendent a s’etablir 
pour les valeurs de s coincidant au maximum de Ra,*. 
Dans les autres cas, le regime unicellulaire est large- 
ment predominant. 

3.2.1. Cas partidier : s = 0. Ce cas correspond a 
une couche homogtne de permeabilite K = K,( I+ a). 
Le developpement (17) se reduit au seul terme c,, = 
-a/(1 +a), et le systtme (18) s’tcrit: 

{Ra*($)-($f +n2n2](l +c,,)}a, = 0. (20) 

Les valeurs propres de l’opkrateur sont nulles pour : 

12n2 

Ra* = 

yp +A2 

I%? (1 fco). (21) 

A2 

Dans le cas d’une cavite carree, A = 1, la valeur 
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Tableau 1. Vecteur propre associt a la valeur Ku,+ : modes Tableau 2. Nombre de Rayleigh critique pour des couches 
A l’apparition de la convection naturelle, K = K,, anisotropes : a, d’aprks Castinel et Combamous [ 131; 6, par 

(1+0,6 cos snx) extrapolation de nos resultats pour s grand 

a Kh* a b 

032 0,98 40,30 39,8 
0,4 0,92 41,26 41,0 
0,5 0,87 42,48 42,2 
096 0,8 44,28 4430 
098 0,6 51,80 53,0 

0 

02 
0,4 
026 
0,8 
190 
1,2 
1,4 
126 
138 
230 
2.2 
2;4 
2,6 
2,8 
330 
3,2 
324 
396 
3,8 
430 

1 0 0 0 
0,999 0,021 -0,001 0 
0,997 0,082 -0,003 0 
0,984 0,177 0,002 0,001 
0,959 0,282 0,022 0,001 
0,929 0,364 0,056 0,004 
0,915 0,393 0,093 0,010 
0,929 0,349 0,118 0,016 
0,964 0,238 0,121 0,015 
0,988 0,106 0,115 0,007 
0,994 0 0,112 0 
0,992 - 0,066 0,109 0 
0,992 - 0,087 0,096 0,012 
0,995 - 0,066 0,109 0 
0,998 0,007 0,031 0,049 
0,994 0,093 0 0,056 
0,985 0,165 -0,015 0,05 1 
0,979 0,200 -0,012 0,038 
0,983 0,182 0,005 0,023 
0,994 0,102 0,029 0,009 
0,998 0 0,048 0 

critique s’obtiknt pour le mode unicellulaire de base 
(I = 1, n = 1) : 

Ra,* = 47r2(1 +cO) = g. (22) 

On verifie que les valeurs obtenues numtriquement 
concordent parfaitement avec ces valeurs analytiques 
(cf. Fig. 1). 

3.2.2. Gas particulier s grand. Equivalence avec un 
milieu homogene anisotrope. 

Dans le cas oti s devient grand, la couche peut etre 
modilisee de la man&e suivante : 

(1) Quant a sa permeabiliti horizontale, on assimile 
cette couche a une couche homogtne, qui traverske 
par le mCme debit dans la direction horizontale, pro- 
voque la m&me perte de charge ; cette permeabilite 

3.t 

Nu 

Cquivalente Kh+ est Cvaluie en imaginant la mise en 
s&e d’une infinite de couches ClCmentaires, soit : 

dx 1 

1 + a2 cos sxx = K,( 1 -a’) ‘/2 (23) 

done Kf = K,( 1 -a’) ‘I’. 
(2) Quant a sa permtabilite verticale, le mi?me type 

de calcul, avec decomposition en strates paralleles a 
l’kcoulement, conduit a : 

s I 

K,+= K. (l+acossxx)dx = K. l+Gsin(sa) . 

0 

(24) 

Si s croit, cette valeur de K: tend vers K,. 

Nous pouvons done modeliser une couche locale- 
ment isotrope mais non homogene, d’heterogeneite 
pkiodique, cette p&ode &ant petite devant la lon- 
gueur totale du milieu, par une couche non isotrope 
mais homogene, caracterisee par les permtabilite K,* 
et Kz. 

La stabilite d’une telle couche a CtC etudiee par 
Castinel et Combarnous [13]. 11s proposent pour 
valeur du nombre de Rayleigh critique, pour une 
couche d’extension A = 1: 

&+ = n2 C&v + J&j2 c KfG (25) 

Nous avons rapporti les valeurs Cquivalentes 
Cvalukes ci-dessus dans cette expression, soit : 

Ra*=n2(1+J(1-@2))2 c 
J(L-a’> ’ 

(26) 

Le Tableau 2 indique quelques valeurs numeriques 
obtenues dans les differents cas que nous traitons. 
Nous avons vCrifiC que ces valeurs concordent trb 
bien avec la valeur moyenne des deux derniers extrema 
des courbes obtenues numeriquement. 

La symetrie des roles joues par K, et K,, dans la 
formule (29, nous permet tgalement de prtvoir les 
valeurs critiques limites du nombre de Rayleigh pour 
des couches dont l’inhomogeneite serait de la forme : 

FIG. 2. Track comparatif de Evolution du nombre de Ray- K(z) = K,/(l +acoss?rz) 
leigh critique et du nombre de Nwselt (pour un Rayleigb de 

60) en fonction de s, a = 0,6. et le nombre d’onde s assez grand. 
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Tableau 3. Comparaison entre un milieu poreux homogene 
et deux miheux poreux particuliers, K(x) = KO( 1 +a cos SEX) 

Homogene 
ix = 0,6 d( = 0,6 
s = I,63 s = 248 

Kf Ko 1,38K,, 1,1X, 
K: K0 0,89K,, 1,08K, 
Ra,* 4z2 = 39,48 47,12 41,28 

Principales composantes des vecteurs propres a I’apparition 
de la convection naturehe 

@II I 0,97 0,99 
aI2 8 0,22 -0,08 
ai3 0,12 0,08 

Nombre de Nusseh en regime permanent unicellulaire 
Ra* = 60 1,78 I,20 I,51 
Ra* = 80 2,27 1.50 1,91 
Ra* = 100 264 I,71 2,19 

4. CONVECTION NON LINEAIRE 

4.1. M~fhodologie 
Pour chaque valeur du nombre de Rayleigh sup& 

rieure a la valeur critique, determinee pr&demment, 
il existe au moins une solution au systeme (I), (3) 
pour laquelle la vitesse n’est pas uniformement nulle. 
Nous avow effect& une modelisation numerique 
bidimensionnelle de ces equations. 

Celles-ci sont exprimees sous forme adimension- 
nelle, en tenant compte du rapport de forme de la 
cavite, A = L/H: 

(27) 

-Vp+Ra*e,T-(l+f(x))V = 0 (28) 

aT -= 
at ~~+~]-[~~+~~~I (29) 

avec V = U e, + W e3, vitesse de filtration. Les con- 
ditions aux limites du domaine sont celles specifiees 
au chapitre 2. 

La resolution du systeme (27), (29) est effectuee par 
une methode spectrale de type Galerkin, developpee 
en particulier par Gottlieb et Orzag [ 141. Les fonctions 
d’essais en serie de Fourier proposees verifient les 
conditions aux limites, de m&me les composantes 
de la vitesse satisfont identiquement Equation de 
continuite (27) : 

T(x,z) = (I-z)+i 2 a, cos lnx sin nrcz (30) 
,=OfI= I 

u(x,z) = -A* 5 2 b~nnsinlrrxcosnnz (31) 
,=,?I=, 

L N 

(32) 

41.1. Cas 06 la permkabilitt! est function d ‘une seule 
variable d ‘espace. 

G-4 = &I(1 +f(x)). 

On peut dans ce cas apphquer le processus de Galer- 

kin a l’equation du mouvement, permettant d’obtenir 
une relation simple entre les coefficients decrivant la 
temperature, a,,, et ceux decrivant la vitesse, bik : 

Ra*inaik-~[(A2n2+i2)~2~ii+2~2J,l]btk = 0 (33) 
i 

expression dans laquelle J,, est l’integrale : 

1 
Jil = il 

s 
f(x) cos lnx cos izx dx 

0 

+ Ah2 
s 

o’ f(x) sin Irrx sin izxdx. 

On est done amen& a resoudre le systeme lineaire 
ci-dessous : 

6,” = Dp’M”a,, 

od M” est la matrice de coefficients : 

M$ = (A2n2+i)z26i,f2n2Jil 

et i) la matrice diagonale dtfinie par : 

4.1.2. Cas ozi la permt;abilitt est fimction des deux 
variables d’espace. Nous avons dans ce cas pro&de ii 
la resolution de l’equation du mouvement sous la 
forme : 

A$ = (l+K(x,z)) 
i 

-R~*;;+u; 
> 

(34) 

ou $ est la fonction de courant. 
Pour le premier membre, le processus de Galerkin 

conduit a une formulation simple, le second membre 
est &value par FFT. 

Dans Ies deux cas l’equation de l’energie (29) est 
integree dans le temps aprts introduction des de- 
veloppements (30) (32), ce qui fournit un systeme 
differentiel non lintaire regissant les coefficients de la 
temperature : 

dale, _-= - 
dt [ 1 -$+n’ a2al,+hb,,--N(a,b). (35) 

oti N(a, b) est un operateur correspondant au terme 
convectif non Maire V * VT. I1 est calculi: a l’aide de 
transform&es rapides de Fourier (FFT) : V et VT sont 
evalues separement dans le plan physique a I’aide de 
cette transformation, le produit V *VT est effect& 
dans cet espace, ensuite une FFT inverse determine 
les coefficients spectraux correspondant a ce terme. 

Le systeme differentiel (35) est integre dans le 
temps, B partir d’un champ thermique initial, suivant 
un schema aux differences de type Adams-Bashforth. 

Les conditions initiales sont representees dans l’es- 
pace de Fourier par les coefficients a&O), decrivant 
une perturbation en temperature superposee au regime 
conductif. La solution stationnaire recherchee est ob- 
tenue comme &ant I’Ctat asymptotique de ce regime 
transitoire. Dans un certain nombre de cas, cette solu- 
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tion depend fortement de la structure impoie par les 
condition initiales. 

Le transfert de chaleur a la paroi z = 0 peut &tre 
evalut a partir du developpement de la temperature : 

I ar 
Nu= __ s I (36) 

0 
aZz= dx=l-nfkaok. 

0 k=l 

Pour la gamme de valeur du nombre de Rayleigh que 
nous explorons, avec les fonctions K(x) envisagtes, 
une approximation d’ordre 16 suffit a donner des 
resultats fiables; nous avons pu verifier que l’influence 
de l’ordre d’approximation sur le nombre de Nusselt 
limite ne depasse alors pas 1% . 

4.2. Solutions bidimensionnelles 
En tenant compte des resultats acquis au chapitre 

3, nous avons limite nos calculs systematiques a deux 
exemples caracteristiques. Ceux-ci correspondent aux 
valeurs de s qui conduisent aux premiers extrema de 
la valeur du nombre de Rayleigh critique, la valeur 
de tl, mesurant l’amplitude de la perturbation &ant 
choisie a priori &gale a 0,6 (c’est a dire que la per- 
meabilite varie dans la couche de 0,4Ko a l,6Ko). 

Les champs de temperature calcules sont rep+ 
sent&s sous forme de lignes isothermes, les champs de 
vitesse sous forme de lignes de courant. 

Les lignes de courant mettent en evidence la trb 
forte relation entre les zones de grande permeabilite 
et les zones de d&placement vertical du fluide saturant. 
Pour une m&me valeur du nombre de Rayleigh, les 
traces montrent que l’organisation des cellules depend 
ttroitement de la repartition des permeabilitts dans la 
couche. La deformation des lignes isothermes, par 
rapport au systeme conductif, indique de plus le sens 
de d&placement du fluide. 

Les valeurs propres de l’opirateur associe au 
systeme (18) indiquent le poids respectif des differents 
modes a l’apparition de la convection. Le Tableau 1 
montre qu’il y a une bonne correlation entre les 
extrema de Ra,* et ceux de a, 3 ; le signe de a, z quant 
a lui determine la nature de cet extremum : maximum 
si a, 2 et a,, sont de m&me signe, minimum sinon. 
Remarquons enfin que l’amortissement de la courbe 
Ra,*(s) est lie a la decroissance de la valeur absolue de 

a12. 

4.3. Etude comparative de deux exemples 
Si on choisit pour reference une couche poreuse 

homogtne, on constate que les mouvements convectifs 
de type rouleaux bidimensionnels sont caracterises de 
man&e g&&ale par une valeur du nombre de 
Rayleigh critique superieure a 4n2 dans le cas dune 
elongation &gale a 1. Pour des valeurs du parametre s 
suptrieures a 1, deux comportements extrgmes peu- 
vent etre mis en evidence, qui correspondent respec- 
tivement aux minima et maxima de la fonction Ra,*(s) ; 
nous avons done detail16 l’ttude des deux cas s = 
1,63 et 2,48 (voir Tableau 3). 

L’examen de la Fig. 3 fait apparaitre que la forme 
des cellules convectives est fortement lice a la dis- 
tribution des zones les plus permtables du milieu : les 
mouvements se developpent preferentiellement dans 
les zones oi la permeabilite est superieure a K, ; les 
zones a faible permeabilitt prtsentent un faible 
gradient de la fonction de courant. Ceci permet d’ex- 
pliquer que suivant la valeur de s, pour une meme 
valeur de c1 et du nombre de Rayleigh, le regime ob- 
tenu puisse etre unicellulaire (a, , > a, J ou bicellulaire 
(a,2 < a, ,) pour une meme condition initiale bi- 
cellulaire: par exemple pour Ra* = 100, le rCgime 

permanent obtenu est unicellulaire pour s = I,63 et bi- 
cellulaire pour s = 2,48. Tous ces faits conduisent d 
penser que pour des valeurs assez faibles de s, les zones 
de plus grande permeabilite tendent a s’organiser, si 
possible comme des cavites isolees. Le nombre de 
Rayleigh critique correspond lui aussi a une geometric 
reduite a ces zones permeables, et dans le cas oli 
s = 1,63, ce nombre est le m&me que celui d’un milieu 
homogene place dans une cavite de rapport de forme 
A N 0,72, valeur &al&e d’apres Beck [ 151. 

Nous avons port& sur la Fig. 4 l’evolution du 
nombre de Nusselt en fonction du nombre de Rayleigh 
dans trois cas : une couche homogene et deux couches 
non homogenes (amplitude de la perturbation 
c( = 0,6, nombres d’onde s = 1,5 et 2,4). Le cas le 
plus favorable a la convection conduit pour de faibles 
valeurs du nombre de Rayleigh, a un transfert sen- 
siblement equivalent a celui dune couche homogene ; 
pour des valeurs plus grandes, le transfert est meme 
legerement plus important, ceci ttant sans doute lie a 
un facteur de forme plus favorable. Pour ce qui est du 
cas non favorable a la convection, non seulement le 
Rayleigh critique est plus ClCvC, mais la pente de la 
courbe Nu(Ra*) est plus faible que dans les cas pre- 
cedents. Ceci peut Cgalement Ctre lie aux valeurs 
moyennes de la permeabilite horizontale equivalente, 
qui dans un cas est superieure a K,, dans l’autre cas, 
inferieure. 

5. CONCLUSION 

Les milieux poreux naturels, tels les reservoirs 
geologiques, possedent des proprietb quelquefois 
homogenes dans une couche don&e, cependant, cer- 
taines grandeurs peuvent sensiblement Cvoluer dans 
l’espace, par exemple la permeabilite: sa variation 
peut atteindre des facteurs considerables, d’un facteur 
100 par exemple, dans un milieu qu’un geologue con- 
siderera comme homogtne. Bien sGr, les autres carac- 
teristiques du milieu sont Cgalement concerntes. Dans 
notre etude, ni les variations de porosite, ni les vari- 
ations de conductivite thermique ne sont prises en 
compte ; cependant nous avons Ctudie l’influence du 
parametre qui nous semblait avoir la plus grande vari- 
ation dans les milieux envisages. 

Sur un exemple particulier de distribution de 
la permeabilitt nous avons determine les criteres 
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3(a). 

FIG. 3(b). 

FIG. 3(c). 

d’appariticm de la convection naturelle, en fonction de 
~amplitud~ et du nombre d’onde de la ~rturbation. 
Dans I’ensemble, l’apparition de la convection natu- 
relle est defavorisee par l’existence des inhomo- 
geneitizs, et les nombres de Rayliegh critiques sont 
sup6rieur.s ii 47r’. Nous avons Cgalement mis en 
evidence que certaines configurations sont plus 
favorables que d’autres: pour une cellule de section 
car&e, ces configurations font celles pour lesquelles 
la permtabilite le long des parois verticales est sup& 

rieure ou &gale a la valeur de reference &. L’etude des 
modes propres a ~appa~tion de la convection montre 
que dans ces conditions, les coefficients des modes (11) 
et (12) sont de meme signe, alors que celui du mode 
(13) est nul. Dans les cas de petits nombres d’onde, 
nous avons pu verifier la bonne concordance de nos 
resultats avec ceux de la litterature. 

L’intbgration des equations non lineaires a it& 
reali& pour une distribution bidimensionnelle de fa 
permeabilite. La variation du nombre de Nusselt en 
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FIG W. 

FIG. 3(e). 

FIG. 3(f). 

FIG. 3. Isothermes et lignes de courant dam differents cas (LH = 1) : (a) K = K,,, Ra = 80, C.I. 1 rouleau ; 
(b) K = K,(1+0,9 cos (1,63nx)), Ra = 80, C.I. 1 rouleau; (c)K = K&+0,9 cos (1,63x.x)), Ra = 120, C.I. 
1 ou 2 rouleaux ; (d) K = K,( 1+0,9 cos (2,48nx)), Ra = 80, C.I. 1 rouleau ; (e) K = K,,(1+0,9 cos (2,48nx)), 

Ra = 120, C.I. 1 rouleau; (f) K = K,,(1+0,9 cos (2,48nx)), Ra = 120, C.I. 2 rouleaux. 

fonction du nombre d’onde, pour une valeur du Nous ne saurions terminer ce travail sans men- 
nombre de Rayleigh de 100, est en bonne concor- tionner le caractere restrictif des etudes bidimen- 
dance avec celle des nombres de Rayleigh critiques. sionnelles en matiere de convection naturelle, un 
Enfin les courbes Nusselt-Rayleigh sont Bgalement grand nombre de possibilites de mouvements con- 
ltgtrement deformees pour des milieux non homo- vectifs ne peut &tre correctement envisage que dans 
genes, principalement dans les configurations les le cadre d’une modelisation, ou d’une etude expki- 
plus defavorables a l’apparition de la convection. mentale tridimensionnelle. 
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FIG. 4. Influence de 1’MtCrogtnCiti: sur le transfert de chaleur : 
a = 0, couche homogbne; a = 0,6, couches htdrogenes, 

s= 1,5et2,4. 

Les auteurs remercient le PIRSEM-CNRS qui a 
finand les calculs n&essaires B cette &tude dans le 
cadre d’une ATP consacrke g la gkothermie. 
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STABILITY AND NATURAL CONVECTION IN NON-HOMOGENEOUS POROUS 
LAYER 

Abstract-Free convection is studied in a porous layer, the permeability of which is not uniform, depending 
on the horizontal coordinate. A general method is set up to estimate the criterion for onset of convection. 
Some applications are presented for periodic variations of permeability. They show the equivalence between 
layers with short scale permeability fluctuations and homogeneous anisotropic media. Finally, some 
numerical computations with Galerkin’s method are derived on streamline patterns and overall heat 

transfer. 

STABILITAT UND NAmRLICHE KONVEKTION IN NICHTHOMOGENEN PORtZSEN 
SCHICHTEN 

ZusammenfPssung--Die freie Konvektion in einer poriisen Schicht, deren Permeabilitit von der hori- 
zontalen Koordinate abhingt, wird untersucht. Eine allgemeine Methode zur Bestimmung des Kriteriums 
fiir Konvektionsbeginn wird entwickelt. Es werden einige Anwendungen mit period&her Variation der 
Permeabilitit vorgestellt. Sie zeigen die Aquivalenz zwischen Schichten mit fein aufgelijsten Per- 
meabilititsschwankungen und homogenen anisotropen Medien. SchIieDlich werden einige numerische 
Berechnungen mit der Galerkin-Methode f?ir Stromlinienfelder und den Gesamtwtietransport 

ausgefiihrt. 

YCTOfisMBOCrb kI ECTECTBEHHAX KOHBEKqH5I B HEOmOPOfiHOM I-IOPklCTOM 
CJIOE 

Ammums-Hccne~emx cm6o~a~ IO- 

m~ofi roopmarsr npo 
B IlopEcToM cJIoe c aeonaoponao~ BllOJlb ropmoma- 

lLSlIWMOL7WO. h3p&OT= O6UUdi MeTOLl JIJEI OI&EXE XpETCpES BO3EEKI#OBe- 
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